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基于二维厚板模型的波箔片轴承静特性
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（哈尔滨工业大学 能源科学与工程学院，哈尔滨１５０００１）

摘　　　要：建立平箔片的二维厚板有限元模型，运用有限单元法和有限差分法耦合求解Ｒｅｙｎｏｌｄｓ方程和

气膜厚度方程，研究了在两个工作转速下气体波箔片轴承在中截面和边缘处最小气膜厚度随轴承承载力变

化规律．通过数值仿真对该模型、一维梁模型、二维薄壳模型和文献实验数据进行对比分析，结果表明：在轴

承中截面处，３个模型的最小气膜厚度仿真结果都与实验结果符合得很好，但在轴承边缘处，由于二维厚板模

型考虑了平箔片的剪切效应，因此其最小气膜厚度比二维薄壳模型的结果更接近实验值，而一维梁模型只考

虑轴承圆周方向，因此不能体现气膜厚度沿轴承长度方向的变化规律．通过研究，为分析箔片轴承动力学特

性奠定了理论基础．
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　　波箔型气体径向轴承是一种自作用式气体动
压轴承，广泛应用于高速旋转机械，如透平膨胀
机［１］和微小型透平机械［２］．相比于油润滑滑动轴
承和滚动轴承，波箔型气体径向轴承具有稳定性
高、环境污染少、耐高温和工作转速高等优良特
点［３］．由于波箔型箔片轴承结构复杂，并且轴承工
作时涉及到气弹耦合问题和摩擦带来的热问题，
因此建立合理的理论分析模型十分困难．目前对
波箔型气体箔片轴承的理论研究主要集中在如何

建立更符合实际的箔片结构模型和耦合求解

Ｒｅｙｎｏｌｄｓ方程和气膜厚度方程．
Ｂｌｏｋ和Ｒｏｓｓｕｍ［４］早在２０世纪５０年代就对
箔片轴承进行设计和研究，但是在最近的２０年里
箔片轴承才越来越被关注和研究．１９７５年，Ｗａｌ－
ｌｏｗｉｔ和Ａｎｎｏ［５］最早给出了单个波纹箔片的刚度
计算公式．１９８３年，Ｈｅｓｈｍａｔ等人［６－７］采用 Ｗａｌ－
ｌｏｗｉｔ的刚度公式建立的箔片结构的等效弹性基
础模型，对波箔片型气体径向轴承和气体推力轴
承进行了仿真研究．直到２００４年，Ｐｅｎｇ和Ｋｈｏｎ－
ｓａｒｉ［８－１０］还利用此模型对箔片轴承的承载能力和
气膜厚度进行研究．２００６年，Ｓｏｎｇ和Ｄａｅｊｏｎｇ［１１］

基于平箔片的一维解析梁模型对带有可压缩弹簧

支承的新型箔片轴承进行了理论和实验研究，作
者认为箔片结构的变形是平箔片和波箔片各自变

形量的线性叠加．近年来，越来越多的学者通过有
限单元法来对箔片结构进行建模分析．Ｌｅｅ等
人［１２］通过建立了平箔片的弹性梁模型和波箔片

的线弹簧模型，对气体箔片轴承进行了静特性和
动特性的研究．Ｓａｎ　Ａｎｄｒéｓ和Ｋｉｍ［１３－１４］总结了箔
片结构的有限元模型，对等效弹性基础模型、一维
欧拉梁模型、二维板壳模型的仿真结果和实验结
果进行了对比分析．Ｌｅｅ等人［１５］以考虑了弯曲应
变和薄膜应变的矩形薄板单元为基础，建立了波
箔型气体轴承波箔片结构的三维有限元模型，分
析了波纹箔片之间的相互作用及其平箔片厚度对

轴承静特性的影响．
箔片轴承的平箔片很薄，其厚度一般为０．１～

０．１５ｍｍ，在用有限元法建模划分网格尺寸较大
时，单元可视为薄板单元；但当有限元网格较密
时，单元长度和宽度尺寸相对于厚度明显变小，因
此以具有剪切刚度的厚板单元来建立平箔片模型

显得更为合理．本文基于厚板理论，建立了箔片结
构的二维有限元模型，运用有限元法和有限差分
法耦合求解Ｒｅｙｎｏｌｄｓ方程和气膜厚度方程，研究
了气体箔片轴承气膜厚度、压力分布和承载能力

等特性．通过数值仿真对本文模型、一维梁模型、
二维薄壳模型和文献实验数据进行了对比分析．

１　理论分析

１．１　波箔型气体径向轴承结构描述

第一代波箔片气体径向轴承的结构简图如图

１所示，它由平箔片、波箔片和轴承壳体组成，其
中平箔片的一端与波箔片的一端同时焊接在轴承

壳体的狭小槽内，两者的另一端都自由．平箔片相
当于提供了轴承光滑表面和轴承部分刚度，而波
箔片为弹性结构，为轴承提供了刚度，并且平箔片
与波箔片之间，波箔片与轴承壳体之间的摩擦为
轴承提供了阻尼和部分刚度．

图１　第一代波箔片气体径向轴承结构简图

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｏｆ　ｆｉｒｓｔ　ｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ　ｂｕｍｐ
ｆｏｉｌ　ｂｅａｒｉｎｇ

１．２　气体压力控制方程

为了简化复杂轴承结构的分析，这里引入了
如下假设：

１）在气膜厚度方向上，气体压力认为是不发
生变化的；

２）气体在轴承壳体内表面上的速度为０，在
转子表面上的速度为Ｒω；

３）气体为理想气体；

４）气体是绝热的．
通过以上假设，气体的雷诺方程可写为


ｘ
ｐｈ３

η
ｐ
（ ）ｘ ＋珔ｚ ｐｈ

３

η
ｐ
（ ）ｚ ＝６Ｒω ｘ

（ｐｈ）

（１）
其中：ｘ—轴承圆周方向坐标，ｍ；

ｚ—轴承轴向长度坐标，ｍ；

Ｒ—轴颈半径，ｍ；

ｈ—气膜厚度，ｍ；

ｐ—气膜压力，Ｐａ；

η—气体动力黏度，Ｐａ·ｓ；

６０４１
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ω—轴颈转速，ｒａｄ／ｓ．
下面是参数的无量纲化：

珚ｘ＝ ｘ
０．５Ｌ

，　珔ｚ＝ ｚ
０．５Ｌ

，

珚ｐ＝ ｐｐ０
，　珔ｈ＝ ｈ

０．００２Ｒ
（２）

其中：Ｌ—轴承长度，ｍ；

ｐ０—环境大气压力，Ｐａ．
把公式（２）代入雷诺方程（１），得到无量纲化

后的雷诺方程：


珚ｘ
珔ｈ３
珚ｐ２

珚（ ）ｘ ＋珔ｚ
珔ｈ３
珚ｐ２

珔（ ）ｚ ＝Λｘ 珚ｘ
（珚ｐ珔ｈ）（３）

其中

Λｘ ＝
６ＲωηＬ

ｐ０（０．００２Ｒ）２
（４）

箔片轴承的气膜厚度ｈ为

ｈ＝Ｃ＋ｅｃｏｓ（θ－φ）＋ｗｄ （５）
其中Ｃ和ｅ分别为箔片轴承的半径间隙和轴颈的
偏心距，θ和φ分别为轴承圆周方向角度和偏位
角，ｗｄ为箔片在轴承径向方向的变形量．

１．３　二维厚板箔片结构模型

波箔型箔片轴承的箔片结构由平箔片和波纹

箔片组成．本文的模型中把波纹箔片等效于线性
弹簧，即在平箔片和波纹箔片的每个相接触的节
点处用刚度恒定的弹簧连接平箔片与轴承壳体．
这里采用Ｉｏｒｄａｎｏｆｆ公式［１６］来计算单位面积上波
纹箔片的刚度，该公式的特点是区分了两端自由
滑动和一端固定一端自由的波纹箔片刚度大小．
具体的数值在本文第２部分由给定的轴承结构参
数计算得到．波纹箔片结构如图２所示，图中ｌ为
波箔片半波纹长度，ｓ为波箔片单位长度，ｔｂ 为波
箔片厚度．

图２　波箔片几何结构示意图

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｂｕｍｐ　ｆｏｉｌ

在对圆柱状的平箔片建模时，将其平展开，考
虑到轴承圆周方向和长度方向，建立平箔片的二
维厚板模型，平板单元采用的是考虑剪切效应的
厚板单元，箔片结构二维有限元模型简图和平板
单元简图分别如图３和图４所示．在图３中，由波

箔片简化成的线性弹簧并不是与平箔片的每个节

点连接，而只是与实际结构中平箔片与波箔片接

图３　箔片结构二维厚板模型简图

Ｆｉｇ．３　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　２－Ｄ　ｔｈｉｃｋ　ｐｌａｔｅ　ｍｏｄｅｌ

ｆｏｒ　ｆｏｉｌ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图４　厚板单元简图

Ｆｉｇ．４　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｔｈｉｃｋ　ｐｌａｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ

触的节点相连接．在图４中，ｕ，ｖ和ｗ 分别是平板
单元节点沿ｘ，ｙ和ｚ方向的位移，θｘ和θｙ分别是
单元节点沿ｘ和ｙ方向上的转角．单元的切应变

γｘｚ，γｙｚ 与位移的几何方程为

γｘｚ ＝ｕｚ＋
ｗ
ｘ
，

γｙｚ ＝ｖｚ＋
ｗ
ｙ

（６）

厚板的能量可以表示成

Ｕｅ ＝ １２∫Ａ
ρ
ｈ３
１２
｛χ｝Ｔ［Ｄ］｛χ｝ｄＡ＋

１
２∫Ａ
κｈ｛γ｝Ｔ［Ｄｓ］｛γ｝ｄＡ （７）

其中

［Ｄ］＝

Ｅ
（１－ν２）

Ｅｖ
（１－ν２）

０

Ｅ
２（１－ν）

Ｅ
（１－ν２）

０

０ ０ Ｅ
２（１－ν

熿

燀

燄

燅）

，

７０４１
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［Ｄｓ］＝ Ｅ
２（１＋ν）

１　０［ ］０ １
，

｛χ｝＝
－θｙ／ｘ

θｘ／ｙ
θｘ／ｙ－θｙ／

熿

燀

燄

燅ｘ

，

｛γ｝＝
θｙ＋ｗ／ｘ

－θｘ＋ｗ／［ ］ｙ （８）

其中矩阵［Ｄ］和［Ｄｓ］中Ｅ 是材料弹性模量，ν是
泊松比．单元的位移可以由节点的位移和形函数
组合而成

ｗ
θｘ
θ

熿

燀

燄

燅ｙ
＝ ［Ｎ］｛ｗ｝ｅ （９）

其中

｛ｗ｝Ｔｅ ＝ ｛ｗ１　θｘ１　θｙ１　…　ｗ４　θｘ４　θｙ４｝
（１０）

［Ｎ］＝

Ｎ１ ０ ０ … Ｎ４ ０ ０
０ Ｎ１ ０ … ０ Ｎ４ ０
０ ０ Ｎ１ … ０ ０ Ｎ

熿

燀

燄

燅４
（１１）

将式（１１）代入式（７）和式（８）得

Ｕｅ ＝ １２
｛ｗ｝Ｔｅ［ｋｅｔ］｛ｗ｝ｅ （１２）

其中平板单元的刚度矩阵［ｋｅｔ］可写成
［ｋｅｔ］＝ ［ｋｆ］＋［ｋｓ］ （１３）

其中［ｋｆ］和［ｋｓ］分别是由平板弯曲和剪切引起的
刚度矩阵．矩阵的具体公式在附录里给出．文献
［１７］给出了厚板单元刚度矩阵的详细推导过程．
这是要说明的是本文中厚平板单元刚度矩阵用

［ｋｅｔ］表示，梁单元和薄壳单元刚度矩阵分别用
［ｋｅｂ］和［ｋｅｓ］表示．
通过把各个单元的刚度矩阵组合在一起，得

到平箔片的整体刚度矩阵，同时与由线性弹簧组
成的波纹箔片整体刚度矩阵相加得到了箔片结构

的整体刚度矩阵

［Ｋｇ］＝ ［Ｋｔ］＋［Ｋｂ］ （１４）

其中［Ｋｇ］是箔片结构整体刚度矩阵，［Ｋｔ］是平
箔片整体刚度矩阵，［Ｋｂ］是波纹箔片整体刚度
矩阵．
由于平箔片的固定端焊接于轴承座上，因此

该边界处ｕ＝ｖ＝ｗ＝θｘ ＝θｙ ＝０，箔片模型的
变形可由力平衡方程求得

［Ｋｇ］｛Ｕｇ｝＝ ｛Ｆｇ｝ （１５）
式中｛Ｕｇ｝是箔片结构的整体位移向量，｛Ｆｇ｝是作

用在平箔片表面的整体气膜压力向量．｛Ｕｇ｝和
｛Ｆｇ｝表示为

｛Ｕｇ｝＝ ｛ｕ１ ｖ１ ｗ１ θｘ１ θｙ２ …｝Ｔ

（１６）
｛Ｆｇ｝＝ ｛０ ０ ｐ１ ０ ０ …｝Ｔ （１７）

　　由式（１５）求得的平板单元沿ｚ轴方向的位移
等于平箔片的沿轴承径向方向的变形，即

ｗ＝ｗｄ （１８）

１．４　一维梁和二维薄壳对比模型

本文的重点是建立箔片结构的二维厚板模

型，同时建立一维梁模型和二维薄壳模型进行仿
真对比分析，对应的模型建立过程如下．

１．４．１　一维梁模型

箔片结构的一维直梁模型如图５所示，单元
采用欧拉梁单元，其单元刚度矩阵为

［ｋｅｂ］＝ＥＩｚＬ３ｂ

１２　 ６Ｌｂ －１２　 ６Ｌｂ
６Ｌｂ ４Ｌ２ｂ －６Ｌｂ ２Ｌ２ｂ
－１２ －６Ｌｂ １２ －６Ｌｂ
６Ｌｂ ２Ｌ２ｂ －６Ｌｂ ４Ｌ２

熿

燀

燄

燅ｂ
（１９）

其中Ｅ为梁单元弹性模量，Ｉｚ 和Ｌｂ分别为关于ｚ
轴截面惯性矩和梁单元长度．

图５　箔片结构一维梁模型简图

Ｆｉｇ．５　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　１－Ｄ　ｂｅａｍ　ｍｏｄｅｌ

ｆｏｒ　ｆｏｉｌ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

１．４．２　二维薄壳模型

由于平箔片本身呈圆柱状，因此之前的一维
梁模型和二维厚板模型都不能准确地体现箔片轴

承自身的结构特点，所以这里通过把圆柱状的平
箔片分割成细小的薄壳单元来实现箔片结构的建

模过程，模型简图如图６所示．
图７为该模型采用的弹性薄壳单元简图，其

中坐标ｘ和ｙ指向在单元平面内，坐标ｚ指向垂
直于单元平面．单元每个节点都有５个自由度，它
们分别为ｘ，ｙ和ｚ方向的位移：ｕ，ｖ和ｗ，沿ｘ和

８０４１
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ｙ方向的转角：θｘ 和θｙ．

图６　箔片结构二维薄壳模型简图

Ｆｉｇ．６　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　２－Ｄ　ｔｈｉｎ　ｓｈｅｌｌ　ｍｏｄｅｌ

ｆｏｒ　ｆｏｉｌ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ

图７　弹性薄壳单元简图

Ｆｉｇ．７　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｅｌａｓｔｉｃ　ｔｈｉｎ　ｓｈｅｌｌ　ｅｌｅｍｅｎｔ

Ｄ
４　ｗ′
ｘ′４ ＋

２Ｄ ４　ｗ′
ｘ′２ｙ′２

＋Ｄ
４　ｗ′
ｙ′４

＝ｑ′（２０）

σｘ′
ｘ′＋

τｘ′ｙ′
ｙ′ ＋ｆｘ′ ＝

０ （２１）

τｙ′ｘ′
ｘ′ ＋

σｙ′
ｙ′＋ｆｙ′ ＝

０ （２２）

　　式（２０）～式（２２）是Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ平板方程和平
面应变方程．通过Ｇａｌｅｒｋｉｎ法推导出平箔片薄壳
单元的刚度矩阵 ［ｋ１ｅｓ］（包括弯曲刚度和薄膜刚
度）．在局部坐标系中，单元的弯曲刚度矩阵为一
个１２×１２的矩阵 ［ｋｅ－ｂｅｎ］，而单元的薄膜应变刚
度矩阵为一个８×８的矩阵 ［ｋｅ－ｍｅｍ］，因此薄壳单
元的在局部坐标系中的刚度矩阵为一个２０×２０
的矩阵 ［ｋ１ｅｓ］

［ｋ１ｅｓ］＝
ｋｅ－ｂｅｎ ０
０ ｋ［ ］

ｅ－ｍｅｍ

（２３）

在得到局部坐标系下单元的刚度矩阵ｋ１ｅｓ之后，把
弹簧刚度直接加到单元节点相应的自由度位置

上，得到局部坐标系下平箔片单元和波纹箔片相
互结合的单元刚度矩阵ｋ２ｅｓ．通过坐标变换，把局
部坐标系下的模型单元刚度矩阵转化为全局坐标

系下的单元刚度矩阵 ［ｋ３ｅｓ］，公式如下：

［ｋ３ｅｓ］＝ ［Ｔ］Ｔ［ｋ２ｅｓ］［Ｔ］ （２４）
其中［Ｔ］为坐标转换矩阵．局部坐标系和全局坐
标系如图８所示，图中Ψ 是两坐标系的夹角．局
部坐标系下的薄壳单元刚度矩阵 ［ｋ１ｅｓ］和坐标转
换矩阵［Ｔ］的具体推导过程参考文献［１８］．利用
力平衡公式（１５）计算得到箔片结构在全局坐标系
下的变形，最后通过坐标转换，得到箔片结构各个
节点在局部坐标系下的相对变形量，从而近似求
得箔片结构沿轴承半径方向的变形ｗｄ．

图８　局部坐标系和全局坐标系

Ｆｉｇ．８　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ｌｏｃａｌ　ａｎｄ　ｇｌｏｂａｌ　ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

２　数值分析

２．１　有限差分法求解雷诺方程

对公式（３）运用 Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ，得到如下
公式：

２ 
珚ｘ
珔ｈ３δ

珚ｐ
珚ｘ＋

珔ｈ３珚ｐδ珚（ ）［ ］ｘ ＋

２ 
珔ｚ
珔ｈ３δ

珚ｐ
珔ｚ＋

珔ｈ３珚ｐδ珔（ ）［ ］ｚ －

Λｘ 珔ｈδ珚ｘ＋δ
珔ｈ
珚（ ）ｘ ＝

－ 
珚ｘ
珔ｈ３
珚ｐ２

（ ）θ ＋珔ｚ
珔ｈ３
珚ｐ２

珔（ ）ｚ －Λｘ
（珚ｐ珔ｈ）
珚［ ］ｘ

（２５）
式（２５）左边和右边展开式分别为

左边 ＝δ３珔ｈ２
珔ｈ
珚ｘ
珚ｐ
珚ｘ＋

珔ｈ３
２珚ｐ
珚ｘ２＋

３珔ｈ２
珔ｈ
珔ｚ
珚ｐ
珔ｚ（ ＋

珔ｈ３
２珚ｐ
珔ｚ ）２ ＋δ珚ｘ ２珔ｈ３珚ｐ珚ｘ＋３珔ｈ２珚ｐ珔ｈ珚（ ）ｘ ＋
δ
珔ｚ
２珔ｈ３

珚ｐ
珔ｚ＋

３珔ｈ２珚ｐ
珔ｈ
珔（ ）ｚ ＋

珔ｈ３珚ｐ 
２δ
珚ｘ２＋

２δ
珔ｚ（ ）２ －Λｘ２ δ珔ｈ珚ｘ＋珔ｈδ珚（ ）ｘ （２６）

右边 ＝－珔ｈ３ 珚ｐ
珚（ ）ｘ

２

＋ 珚ｐ
珔（ ）ｚ［ ］

２

－

珔ｈ３珚ｐ 
２珚ｐ
珚ｘ２＋

２珚ｐ
珔ｚ（ ）２ －３珔ｈ２珚ｐ 珔ｈ珚ｘ珚ｐ珚ｘ＋珔ｈ珔ｚ珚ｐ珔（ ）ｚ ＋
Λｘ
２
珔ｈ
珚ｐ
珚ｘ＋

珚ｐ
珔ｈ
珚（ ）ｘ （２７）

　　运用有限差分格式，将一阶中心差分法和二
阶中心差分法表达式分别代入式（２６）和式（２７），

９０４１
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整理归类最终得到如下系数矩阵表达式：

ａｉ，ｊδｉ－１，ｊ＋ｂｉ，ｊδｉ＋１，ｊ＋ｃｉ，ｊδｉ，ｊ＋
ｄｉ，ｊδｉ，ｊ－１＋ｅｉ，ｊδｉ，ｊ＋１ ＝－ｓｉ，ｊ （２８）

其中ａｉ，ｊ，ｂｉ，ｊ，ｃｉ，ｊ，ｄｉ，ｊ，ｅｉ，ｊ和ｓｉ，ｊ分别为系数矩阵．

２．２　网格划分

轴承内表面的网格划分如图９所示．由于轴
承气膜厚度和压力分布关于轴承长度方向的中截

面对称，所以为了减少计算量，这里只对半轴承长
度进行分析．图９中对轴承圆周方向“ｘ”进行“ｎｘ”
等分，对“ｚ”向半轴承长度进行“ｎｚ”等分，因此在
圆周方向“ｘ”有“ｎｘ＋１”个节点，在半轴承长度方
向“ｚ”有“ｎｚ＋１”个节点．轴承的求解域为（１∶
ｎｘ＋１，１∶ｎｚ＋１）．

图９　计算域网格划分示意图

Ｆｉｇ．９　Ｇｒｉｄ　ｓｃｈｅｍａｔｉｃ　ｄｉａｇｒａｍ　ｏｆ　ｔｈｅ

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ　ａｒｅａ

２．３　边界条件

在计算过程中有两类边界条件：一种是环境
压力边界条件；另一种是对称边界条件．
由于轴承两侧以及箔片固定端和自由端均与

大气接触，因此环境压力边界条件为

珚ｐ（１∶ｎｘ＋１，０）＝１ （２９）

珚ｐ（１，０∶ｎｚ＋１）＝
珚ｐ（ｎｘ＋１，０∶ｎｚ＋１）＝１ （３０）

对称边界条件为

珚ｐ（１∶ｎｘ＋１，ｎｚ－１）＝
珚ｐ（１∶ｎｘ＋１，ｎｚ＋１） （３１）

珚ｐｉ，ｊ
珔ｚ ＝０

（ｉ＝１∶ｎｘ＋１，ｊ＝ｎｚ） （３２）

２．４　收敛判断

由于本文采用了有限元法和有限差分耦合求

解雷诺方程，因此在判断气膜压力收敛后，还需判
断气膜厚度是否收敛，因此数值计算的收敛公式
如下：

∑
ｎｘ

ｉ＝１
∑
ｎｚ

ｊ＝１

Δ珚ｐｉ，ｊ
珚ｐｉ，（ ）ｊ槡

２

≤１０－６ （３３）

∑
ｎｘ

ｉ＝１
∑
ｎｚ

ｊ＝１

Δ珔ｈｉ，ｊ
珔ｈｉ，（ ）ｊ槡

２

≤１０－６ （３４）

２．５　承载力

在迭代计算结果收敛后，获得稳态下求解域
内所有节点的气膜压力和气膜厚度．通过对轴承
表面的求解域进行压力积分得到垂直和水平方向

的无量纲承载力Ｗ１ 和Ｗ２，其公式如下：

Ｗ１ ＝２∫
２πＲ

０∫
Ｌ／２

０
（珚ｐ－１）ｓｉｎ ｘ（ ）Ｒ ｄｘｄｚ （３５）

Ｗ２ ＝２∫
２πＲ

０∫
Ｌ／２

０
（珚ｐ－１）ｃｏｓ ｘ（ ）Ｒ ｄｘｄｚ （３６）

Ｗ ＝ （Ｗｘ）２＋（Ｗｙ）槡 ２ （３７）

最后得到轴承承载力

Ｗ ＝Ｗ ×ｐ０ （３８）

２．６　耦合求解程序流程图

图１０给出了箔片轴承静特性计算流程．主要
分为箔片变形方程与雷诺方程耦合求解气膜厚度

及压力场，确定轴承承载力．

图１０　整体分析流程图

Ｆｉｇ．１０　Ｏｖｅｒａｌｌ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｆｌｏｗｃｈａｒｔ
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３　仿真结果及分析

本文对箔片轴承的一维梁模型、二维厚板模
型和二维薄壳模型仿真结果以及实验结果进行对

比分析．两端固定和一端固定一端自由的波纹箔
片单位面积上的刚度分别为：Ｋｆｆ＝４．７×１０９

Ｎ／ｍ３，Ｋｆｗ＝１０．４×１０９　Ｎ／ｍ３．文献［１９］中实验测
试用的第一代波箔片轴承结构参数如表１所示．

表１　波箔型气体轴承计算参数［１９］

Ｔａｂｌｅ　１　Ｂｕｍｐ　ｆｏｉｌ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｄａｔａ
［１９］

参数 数值

轴颈半径Ｒ／ｍｍ　 １９．０５

轴承长度Ｌ／ｍｍ　 ３８．１

半径间隙Ｃ／μｍ　 ３１．８

平箔片厚度ｔｔ／μｍ　 １０１．６

波箔片厚度ｔｂ／μｍ　 １０１．６

波箔片弹性模量Ｅｂ／ＧＰａ　 ２１４

波箔泊松比ν ０．２９

波箔片半波纹长度ｌ／ｍ　 １．７７８

波纹箔片单位长度ｓ／ｍｍ　 ４．５７２

波箔片高度ｈｂ／ｍｍ　 ０．５０８

平箔片圆周长度ｌｘ／ｍｍ　 １２０

波箔片波纹个数Ｎｂ ２６

由于第一代波箔片轴承的结构关于轴承中截

面对称，因此本文中的气膜厚度压力分布和气膜
厚度分布结果都是只取轴承的一半．网格节点的
划分采用的是：轴承圆周方向为７８个单元，半轴
承长度方向为１０个单元，所以模型单元中线性弹
簧的刚度由单位面积刚度乘以单元面积Ａｂ得到

Ｋ′ｆｆ＝Ｋｆｆ×Ａｂ＝４０　９３５．４Ｎ／ｍ （３９）

Ｋ′ｆｗ ＝Ｋｆｗ×Ａｂ＝９０　５８０．５Ｎ／ｍ （４０）
平箔片的弹性模量计算公式为

Ｅｔ＝Ｅｂ×Ｓｆｃ （４１）
式中Ｓｆｃ为平箔片周向刚性加强因子，Ｅｂ 和Ｅｔ分
别是波箔片和平箔片的弹性模量．在文献［１３］中，

Ｓｆｃ＝４，所以平箔片的弹性模量为Ｅｔ＝８５６Ｇｐａ．
图１１为在工作转速为３０　０００ｒ／ｍｉｎ和４５　０００

ｒ／ｍｉｎ下轴承中截面处最小气膜厚度随轴承承载
力变化曲线，图中虚线代表的是一维梁模型计算
结果，实线代表二维厚板模型计算结果，圆圈代表
二维薄壳模型计算结果，正方形代表实验测试结

果．从两图中可以看出，尽管转速不同，但一维梁
模型计算结果和二维厚板模型计算结果几乎一

致，而二维薄壳模型的结果只在轴承承载力较大
时与前两个模型结果有细微差别．当轴承工作转
速为３０　０００ｒ／ｍｉｎ，轴承载荷大于１１０Ｎ时，二维
薄壳模型的计算结果与实验结果最接近，同时当
轴承工作转速为４５　０００ｒ／ｍｉｎ时，这种现象发生
在轴承承载力９０Ｎ前后．

图１１　在转速３０　０００ｒ／ｍｉｎ和４５　０００ｒ／ｍｉｎ下轴承

中截面最小气膜厚度随轴承

承载力变化曲线

Ｆｉｇ．１１　Ｍｉｎｉｍｕｍ　ｆｉｌｍ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ　ａｔ　ｍｉｄ－ｐｌａｎｅ　ｖｅｒｓｕｓ

ｓｔａｔｉｃ　ｌｏａｄ　ｆｏｒ　ｔｈｒｅｅ　ｆｏｉｌ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｍｏｄｅｌｓ

ａｎｄ　ｔｅｓｔ　ｄａｔａ　ａｔ　ｔｗｏ　ｓｈａｆｔ　ｓｐｅｅｄｓ

图１２为在工作转速为３０　０００ｒ／ｍｉｎ和４５　０００
ｒ／ｍｉｎ下轴承边缘处最小气膜厚度随轴承承载力
变化曲线，实线代表二维厚板模型计算结果，圆圈
代表二维薄壳模型计算结果，正方形代表实验测
试结果．由于一维梁模型在仿真过程中并没有涉
及到轴承长度方向，因此这里没有对此结果进行
比较．从两种转速的图中可以看出，二维厚板模型
的计算结果与实验结果最接近，尤其是在轴承承
载力较大的时候，仿真曲线和实验数据点重合度
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最高．

图１２　在转速３０　０００ｒ／ｍｉｎ和４５　０００ｒ／ｍｉｎ下轴承

边缘处最小气膜厚度随轴承

承载力变化曲线

Ｆｉｇ．１２　Ｍｉｎｉｍｕｍ　ｆｉｌｍ　ｔｈｉｃｋｎｅｓｓ　ａｔ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｅｄｇｅ

ｖｅｒｓｕｓ　ｓｔａｔｉｃ　ｌｏａｄ　ｆｏｒ　ｔｗｏ　ｆｏｉｌ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｍｏｄｅｌｓ

ａｎｄ　ｔｅｓｔ　ｄａｔａ　ａｔ　ｔｗｏ　ｓｈａｆｔ　ｓｐｅｅｄｓ

从上述结果可以看出，在研究轴承最小气膜
厚度时，二维厚板模型计算结果最准确，一维梁模
型的结果与实验值差别较大，尤其是在轴承边缘
处．虽然二维厚板模型计算结果最准确，但与实验
结果存在一定差距，尤其是在轴承载荷较小的时
候，分析原因是因为实际轴承工作时存在平薄片
与波纹箔片以及波纹箔片与轴承壳体之间的摩

擦，这两部分摩擦在一定程度上增大了箔片轴承
结构刚度，而在采用二维厚板模型进行仿真时没
有涉及箔片之间的摩擦，这是造成理论计算结果
与实验结果存在误差的原因．
图１３是在转速５５　０００ｒ／ｍｉｎ，轴承承载力为

１９８．４Ｎ时无量纲气膜压力分布图，从图中可以
明显看出，无量纲气膜压力在轴承中截面处（即

Ｌ／２处）最大，然后沿着轴承长度方向逐渐减小，

到轴承边缘处（０处）为１，即和环境压力相等．图

１４和图１５分别是在此气膜压力对应下二维厚板
模型和二维薄壳模型平箔片变形图，由于轴承关
于轴承中截面对称，所以上述３个图中的结果取
自轴承一半．从图１４和图１５可以看出，在相同气
膜压力作用下，二维厚板模型的平箔片在轴承边
缘处的变化量远远没有二维薄壳模型的变化量

大，这是因为虽然二维薄壳单元具有薄膜刚度，但
是在垂直于平箔片的气膜压力作用下，二维厚板
单元具有的剪切刚度比二维薄壳单元的薄膜刚度

更能够抑制平箔片的法向变形．

图１３　转速５５　０００ｒ／ｍｉｎ、轴承载荷１９８．４Ｎ时

箔片轴承无量纲气膜压力分布图

Ｆｉｇ．１３　Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎｌｅｓｓ　ｐｒｅｓｓｕｒｅ　ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｆｏｉｌ　ｂｅａｒｉｎｇ，ｓｔａｔｉｃ　ｌｏａｄ：１９８．４Ｎ，

ｓｈａｆｔ　ｓｐｅｅｄ：５５　０００ｒ／ｍｉｎ

图１４　转速５５　０００ｒ／ｍｉｎ、轴承载荷１９８．４Ｎ时

二维厚板模型平箔片变形量

Ｆｉｇ．１４　Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ　ｔｏｐ　ｆｏｉｌ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｆｏｒ　２－Ｄ　ｔｈｉｃｋ

ｐｌａｔｅ　ｍｏｄｅｌ，ｓｔａｔｉｃ　ｌｏａｄ：１９８．４Ｎ，

ｓｈａｆｔ　ｓｐｅｅｄ：５５　０００ｒ／ｍｉｎ

这里需要注意：虽然在求解箔片轴承静特性
时，３种有限元模型具有相同的周向网格密度，但
是由于单元节点具有的自由度数目不同，一维梁
单元模型计算代价最小，二维厚板单元模型次之，
二维薄壳单元模型计算代价最大．
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图１５　转速５５　０００ｒ／ｍｉｎ、轴承载荷１９８．４Ｎ时

二维薄壳模型平箔片变形量

Ｆｉｇ．１５　Ｐｒｅｄｉｃｔｅｄ　ｔｏｐ　ｆｏｉｌ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｆｏｒ　２Ｄｔｈｉｎ

ｓｈｅｌｌ　ｍｏｄｅｌ，ｓｔａｔｉｃ　ｌｏａｄ：１９８．４Ｎ，

ｓｈａｆｔ　ｓｐｅｅｄ：５５　０００ｒ／ｍｉｎ

４　结　论

针对波箔型气体箔片轴承的平箔片建立了二

维厚板有限元模型，运用有限单元法和有限差分
法耦合求解Ｒｅｙｎｏｌｄ方程和气膜厚度方程．结合
具体轴承结构参数，通过数值仿真对比分析了新
模型与一维梁模型、二维薄壳模型和文献实验数
据在两个转速下的气膜压力分布、气膜厚度分布、

轴承承载力等静特性，结果表明：二维厚板模型相
对于一维梁和二维薄壳模型具有更好的精度，尤
其在求最小气膜厚度时，二维厚板模型由于单元
具有的剪切刚度比二维薄壳单元的薄膜刚度更能

够抑制平箔片的法向变形，因此在轴承边缘处的
计算结果最接近实验值，而一维梁模型建模时忽
略了轴承长度方向箔片变形，不能精确地反映轴
承长度方向上的气膜厚度．二维薄壳模型不仅计
算精度没有二维厚板模型高，而且由于其模型节
点自由度数目多，刚度矩阵维数大，因此在计算效
率上远远落后于一维梁模型和二维厚板模型．虽
然二维厚板模型计算结果最准确，但与实验结果
存在一定差距，这可能是由仿真模型中没有考虑
平薄片与波纹箔片以及波纹箔片与轴承壳体之间

的摩擦引起的，因此将在以后的工作中引入箔片
之间的摩擦效应，进一步深化研究箔片轴承动力
特性．

参考文献：
［１］　Ａｇｒａｗａｌ　Ｇ　Ｌ．Ｆｏｉｌ　ａｉｒ／ｇａｓ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ：ａｎ　ｏｖｅｒｖｉｅｗ

［Ｒ］．ＡＳＭＥ　Ｐａｐｅｒ　９７－ＧＴ－３４７，１９９７．

［２］　Ｋｉｍ　Ｄ，Ｃｒｅａｒｙ　Ａ，Ｃｈａｎｇ　Ｓ　Ｓ，ｅｔ　ａｌ．Ｍｅｓｏｓｃａｌｅ　ｆｏｉｌ　ｇａｓ　ｂｅａｒ－

ｉｎｇｓ　ｆｏｒ　ｐａｌｍ－ｓｉｚｅｄ　ｔｕｒｂｏｍａｃｈｉｎｅｒｙ：ｄｅｓｉｇｎ，ｍａｎｕｆａｃｔｕｒ－

ｉｎｇ，ａｎｄ　ｍｏｄｅｌｉｎｇ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　ｆｏｒ　Ｇａｓ　Ｔｕｒ－

ｂｉｎｅｓ　Ｐｏｗｅｒ，２００９，１３１（４）：０４２５０２（１０ｐａｇｅｓ）．

［３］　Ｆｅｎｇ　Ｋ，Ｋａｎｅｋｏ　Ｓ．Ａｎａｌｙｔｉｃａｌ　ｍｏｄｅｌ　ｏｆ　ｂｕｍｐ－ｔｙｐｅ　ｆｏｉｌ

ｂｅａｒｉｎｇｓ　ｕｓｉｎｇ　ａ　ｌｉｎｋ－ｓｐｒｉｎｇ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ａｎｄ　ａ　ｆｉｎｉｔｅ－ｅｌｅｍｅｎｔ

ｓｈｅｌｌ　ｍｏｄｅｌ［Ｊ］．ＡＳＭＥ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，２０１０，１３２
（２）：０２１７０６（１１ｐａｇｅｓ）．

［４］　Ｂｌｏｋ　Ｈ，ｖａｎ　Ｒｏｓｓｕｍ　Ｊ　Ｊ．Ｔｈｅ　ｆｏｉｌ　ｂｅａｒｉｎｇ：ａ　ｎｅｗ　ｄｅｐａｒｔｕｒｅ

ｉｎ　ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ　ｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，

１９５３，９（６）：３１６－３２０．

［５］　Ｗａｌｏｗｉｔ　Ｊ　Ａ，Ａｎｎｏ　Ｊ　Ｎ．Ｍｏｄｅｒｎ　ｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｓ　ｉｎ　ｌｕｂｒｉｃａ－

ｔｉｏｎ　ｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｍ］．Ｌｏｎｄｏｎ：Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｐｕｂｌｉｓｈｅｒｓ

Ｌｉｍｉｔｅｄ，１９７５．
［６］　Ｈｅｓｈｍａｔ　Ｈ，Ｗａｌｏｗｉｔ　Ｊ　Ａ，Ｐｉｎｋｕｓ　Ｏ．Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｇａｓ－ｌｕｂｒｉ－

ｃａｔｅｄ　ｆｏｉｌ　ｊｏｕｒｎａｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｌｕｂｒｉｃａ－

ｔｉｏｎ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，１９８３，１０５（４）：６４７－６５５．
［７］　Ｈｅｓｈｍａｔ　Ｈ，Ｗａｌｏｗｉｔ　Ｊ　Ａ，Ｐｉｎｋｕｓ　Ｏ．Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｇａｓ－ｌｕｂｒｉ－

ｃａｔｅｄ　ｃｏｍｐｌａｉｎｔ　ｔｈｒｕｓｔ　ｂｅａｒｉｎｇｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｌｕ－

ｂｒｉｃａｔｉｏｎ　Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，１９８３，１０５（４）：６３８－６４６．

［８］　Ｐｅｎｇ　Ｚ　Ｃ，Ｋｈｏｎｓａｒｉ　Ｍ　Ｍ．Ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｃｏｍ－

ｐｌｉａｎｔ　ｆｏｉｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ　ｗｉｔｈ　ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｂｌｅ　ａｉｒ　ｆｌｏｗ［Ｊ］．Ｔｒａｎｓａｃ－

ｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＡＳＭＥ，２００４，１２６（３）：５４２－５４６．

［９］　Ｐｅｎｇ　Ｚ　Ｃ，Ｋｈｏｎｓａｒｉ　Ｍ　Ｍ．Ｏｎ　ｔｈｅ　ｌｉｍｉｔｉｎｇ　ｌｏａｄ－ｃａｒｒｙｉｎｇ　ｃａ－

ｐａｃｉｔｙ　ｏｆ　ｆｏｉｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ［Ｊ］．ＡＳＭＥ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，

２００４，１２６（４）：８１７－８１８．
［１０］　Ｐｅｎｇ　Ｚ　Ｃ，Ｋｈｏｎｓａｒｉ　Ｍ　Ｍ．Ａ　ｔｈｅｒｍｏｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ　ａｎａｌｙｓｉｓ

ｏｆ　ｆｏｉｌ　ｊｏｕｒｎａｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ［Ｊ］．Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ＡＳＭＥ，

２００６，１２８（３）：５３４－５４１．

［１１］　Ｓｏｎｇ　Ｊ，Ｄａｅｊｏｎｇ　Ｍ．Ａ　ｎｅｗ　ｆｏｉｌ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｗｉｔｈ　ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｏｎ

ｓｐｒｉｎｇｓ　ａｓ　ｃｏｍｐｌｉａｎｔ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｆｏｒ　ｍｉｃｒｏｔｕｒｂｏｍａｃｈｉｎｅｒｙ

Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｒ］．ＡＳＭＥ　Ｐａｐｅｒ　２００６－ＧＴ－９０９６４，２００６．

［１２］　Ｌｅｅ　Ｄ　Ｈ，Ｋｉｍ　Ｙ　Ｃ，Ｋｉｍ　Ｋ　Ｗ．Ｔｈｅ　ｓｔａｔｉｃ　ａｎｄ　ｄｙｎａｍｉｃ　ｐｅｒ－

ｆｏｒｍａｎｃｅ　ａｎａｌｙｓｅｓ　ｏｆ　ａｉｒ　ｆｏｉｌ　ｊｏｕｒｎａｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ　ｆｏｒ　ｖａｒｉｏｕｓ

ｂｕｍｐ　ｆｏｉｌ　ｓｔｉｆｆｎｅｓｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｋｏｒｅａｎ　Ｓｏｃｉｅｔｙ　ｏｆ　Ｔｒｉｂｏ－

ｌｏｇｉｓｔｓ　ａｎｄ　Ｌｕｂｒｉｃａｔｉｏｎ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｓ，２００４，２０（５）：２４５－２５１．

［１３］　Ｓａｎ　Ａｎｄｒéｓ　Ｌ，Ｋｉｍ　Ｔ　Ｈ．Ｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｓ　ｔｏ　ｔｈｅ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ

ｇａｓ　ｆｏｉｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ　ｉｎｔｅｇｒａｔｉｎｇ　ｏｆ　ｔｏｐ　ｆｏｉｌ　１Ｄａｎｄ　２Ｄｓｔｒｕｃｔｕｒ－
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［１４］　Ｓａｎ　Ａｎｄｒéｓ　Ｌ，Ｋｉｍ　Ｔ　Ｈ．Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｇａｓ　ｆｏｉｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ　ｉｎ－

ｔｅｇｒａｔｉｎｇ　ｆｅ　ｔｏｐ　ｆｏｉｌ　ｍｏｄｅｌｓ［Ｊ］．Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ　Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ，

２００９，４２（１）：１１１－１２０．

［１５］　Ｌｅｅ　Ｄ　Ｈ，Ｋｉｍ　Ｙ　Ｃ，Ｋｉｍ　Ｋ　Ｗ．Ｔｈｅ　ｓｔａｔｉｃ　ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ　ａｎａ－

ｌｙｓｅｓ　ｏｆ　ｆｏｉｌ　ｊｏｕｒｎａｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ　ｃｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ　ｔｈｒｅｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｓｈａｐｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｏｉｌ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｔｒｉｂｏｌｏｇｙ，２００８，

１３０（３）：０３１１０２（１０ｐａｇｅｓ）．

［１６］　Ｋｉｍ　Ｔ　Ｈ，Ｓａｎ　Ａｎｄｒéｓ　Ｌ．Ｈｅａｖｉｌｙ　ｌｏａｄｅｄ　ｇａｓ　ｆｏｉｌ　ｂｅａｒｉｎｇｓ：

ａ　ｍｏｄｅｌ　ａｎｃｈｏｒｅｄ　ｔｏ　ｔｅｓｔ　ｄａｔａ［Ｒ］．ＡＳＭＥ　Ｐａｐｅｒ　２００５－ＧＴ－

６８４８６，２００５．

［１７］　Ｍａｕｒｉｃｅ　Ｐｅｔｙｒｔ．Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ　ｔｏ　ｆｉｎｉｔｅ　ｅｌｅｍｅｎｔ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ａ－

ｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］．２ｎｄ　ｅｄ．Ｎｅｗ　Ｙｏｒｋ：Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ

Ｐｒｅｓｓ，２０１０．
［１８］　赵均海，汪梦普．弹性力学及有限元［Ｍ］．２版．武汉：武汉

理工大学出版社，２００８．
［１９］　Ｒｕｓｃｉｔｔｏ　Ｄ，Ｍｃ　Ｃｏｒｍｉｃｋ　Ｊ，Ｇｒａｙ　Ｓ．Ｈｙｄｒｏｄｙｎａｍｉｃ　ａｉｒ　ｌｕ－
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ｂｒｉｃａｔｅｄ　ｃｏｍｐｌｉａｎｔ　ｓｕｒｆａｃｅ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｆｏｒ　ａｎ　ａｕｔｏｍｏｔｉｖｅ　ｇａｓ

ｔｕｒｂｉｎｅ　ｅｎｇｉｎｅⅠ：ｊｏｕｒｎａｌ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ［Ｒ］．ＮＡＳＡ

ＣＲ－１３５３６８，１９８７．

附录：厚板单元刚度矩阵
厚板单元刚度矩阵［ｋｅｔ］可写为

ｋｅｔ＝ ［ｋｆ］＋［ｋｓ］ （Ａ１）

　　单元材料各向同性，则有关单元弯曲的刚度矩阵为

［ｋｆ］＝ Ｅｈ３
４８ａｂ（１－ｖ）２

ｋｆ１１ ｋｆ２１ ｋｆ３１ ｋｆ４１
ｋｆ２１ ｋｆ２２ ｋｆ３２ ｋｆ４２
ｋｆ３１ ｋｆ３２ ｋｆ３３ ｋｆ４２
ｋｆ４１ ｋｆ４２ ｋｆ４３ ｋｆ

熿

燀

燄

燅４４

（Ａ２）

其中

ｋｆ１１ ＝

　０ ０ ０

　０ ４
３ α

２＋１２
（１－ν［ ］）ｂ２ －１２

（１＋ν）ａｂ

　０ －１２
（１＋ν）ａｂ ４

３ β
２＋１２

（１－ν［ ］）ａ

熿

燀

燄

燅
２

ｋｆ２１ ＝

　０ ０ ０

　０ ２
３
［α２－（１－ν）］ｂ２ －１２

（３ν－１）ａｂ

　０ １
２
（３ν－１）ａｂ １

３
［－４β

２＋（１－ν）］ａ

熿

燀

燄

燅
２

ｋｆ３１ ＝

　０ ０ ０

　０ ２
３ －α２－１２

（１－ν［ ］）ｂ２ １
２
（１＋ν）ａｂ

　０ １
２
（１＋ν）ａｂ ２

３ －β
２－１２

（１－ν［ ］）ａ

熿

燀

燄

燅
２

ｋｆ４１ ＝

　０ ０ ０

　０ １
３
［－４α２＋（１－ν）］ｂ２ １

２
（３ν－１）ａｂ

　０ －１２
（３ν－１）ａｂ ２

３
［β
２－（１－ν）］ａ

熿

燀

燄

燅
２

α＝ ａｂ
，　β＝

ｂ
ａ

　　在式（Ａ２）中剩余的子矩阵通过如下关系式给出

ｋｆ２２ ＝ＩＴ３ｋｆ１１Ｉ３
ｋｆ３２ ＝ＩＴ３ｋｆ４１Ｉ３，　ｋｆ３３ ＝ＩＴ１ｋｆ１１Ｉ１

ｋｆ４２ ＝ＩＴ３ｋｆ３１Ｉ３，　ｋｆ４３ ＝ＩＴ１ｋｆ２１Ｉ１，　ｋｆ４４ ＝ＩＴ２ｋｆ１１Ｉ２
其中

Ｉ１ ＝
－１　０　０
　 ０　１　０
　

熿

燀

燄

燅０　０　１

，　Ｉ２ ＝
１ 　０ ０
０ －１　０
０ 　

熿

燀

燄

燅０　１

，　Ｉ３ ＝
１　０ 　０
０　１ 　０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
有关单元剪切的单元刚度矩阵为

［ｋｓ］＝ Ｅｈ３
４８ａｂβｓ

ｋｓ１１ ｋｓ２１ ｋｓ３１ ｋｓ４１
ｋｓ２１ ｋｓ２２ ｋｓ３２ ｋｓ４２
ｋｓ３１ ｋｓ３２ ｋｓ３３ ｋｓ４３
ｋｓ４１ ｋｓ４２ ｋｓ４３ ｋｓ４

熿

燀

燄

燅４

（Ａ３）
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其中βｓ＝Ｅｈ
２／１２κＧｂ２ 是单元剪切参数，并且

ｋｓ１１ ＝

（１＋α２） α２ｂ －ａ
α２ｂ α２ｂ２　 ０

－ａ ０ ａ

熿

燀

燄

燅２
　　ｋｓ２１ ＝

（－１＋α２） α２ｂ　ａ
α２ｂ α２ｂ２　 ０
－ａ ０ ａ

熿

燀

燄

燅２

ｋｓ３１ ＝

（－１－α２） －α２ｂ　ａ
α２ｂ α２ｂ　 ０

－ａ ０ ａ

熿

燀

燄

燅２
　　ｋｓ４１ ＝

（１－α２） －α２ｂ －ａ
α２ｂ α２ｂ２　 ０

－ａ ０ ａ

熿

燀

燄

燅２

在式（Ａ３）中剩余的子矩阵通过如下关系式给出

ｋｆ２２ ＝ＩＴ３ｋｆ１１Ｉ３
ｋｆ３２ ＝ＩＴ３ｋｆ４１Ｉ３，　ｋｆ３３ ＝ＩＴ１ｋｆ１１Ｉ１

ｋｆ４２ ＝ＩＴ３ｋｆ３１Ｉ３，　ｋｆ４３ ＝ＩＴ１ｋｆ２１Ｉ１，　ｋｆ４４ ＝ＩＴ２ｋｆ１１Ｉ２
其中

Ｉ１ ＝
－１　０　０
　 ０　１　０
　

熿

燀

燄

燅０　０　１

，　Ｉ２ ＝
１ 　０ ０
０ －１　０
０ 　

熿

燀

燄

燅０　１

，　Ｉ３ ＝
１　０ 　０
０　１ 　０
０ ０ －

熿

燀

燄

燅１
并且，ａ—半单元长度；

ｂ—半单元宽度；

ｈ—单元厚度；

ν—单元泊松比；

Ｅ—弹性模量；

Ｇ—剪切模量；

κ—剪切系数．
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